5.4.2 Objemy a povrchy mnohosténu |

Piedpoklady: 5401

Vyznam slov objem 1 povrch je intuitivné jasny. Matematicka definice musi byt ponékud
presnéjsi.

Opakovani z planimetrie:
Obsah S obrazce je kladné ¢islo, ptifazené obrazci tak, Ze plati:
1. Shodné obrazce maji sob¢ rovné obsahy.
2. Sklada-li se obrazec z n¢kolika obrazct, které se navzdjem nepteryvaji, rovnd se jeho
obsah souctu jejich obsaht.

3. Obsah Ctverce, jehoz strana ma délku 1 (mm, cm, m ...) je 1 (mm?, cm®, m?,...).

Pr.1: Vytvor analogickou definici objemu télesa.

- Objem V télesa je kladné &islo, piifazené t&lesu tak, Ze plati:
. 1. Shodna télesa maji sob¢é rovné objemy.
' 2. Sklada-li se t&leso z n&kolika t&les, kterd se navzdjem nepronikaji, rovnd se jeho objem
: souctu jejich objemd.
- 3. Objem krychle, jejiZ strana md délku 1 (mm, cm, m ...) je 1 (mm’, cm®, m’,...).

= Objem kvadru o hranidch 2cm x 3cm x 4 cm je 24cm’, protoZe ho miiZzeme rozloZit na 24

krychli¢ek o stran& 1 cm (a objemu lcm?).
=> Vzorec pro objem kvadru: V =abc.

Cavalieriho princip (umoZnuje odvozeni dalSich vzorcl):

Jestlize pro dv¢ télesa existuje takova rovina, Ze kazda rovina s ni rovnob¢zna protind obé
télesa v rovinnych ttvarech se stejnymi obsahy, maji télesa stejny objem.

Vyznam: Pokud mame dva stejné sloupce minci (mince predstavuji stejné rovinné dtvary
v predchozi véte), nezdlezi na tom, jak jsou sloupce posklddané.
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Oba sloupecky maji stejny objem.

Pedagogicka poznamka: Filosofie nasledujicich hodin je jind nez v klasickych ucebnicich
pro gymndzia. Vzorce pro objemy a obsahy se neodvozuji, Zaci mohou vyuzivat
tabulky a cilem hodin je, aby se s nimi naucili pracovat (neni to samoziejmé a
spravné pouziti vzorce uz vyzaduje urcitou miru orientace).

Pedagogicka poznamka: U vétSiny piikladi jsou uddvany v zavorkach i hodnoty
mezivysledkt kvili snazs$i kontrole u studenti, ktefi obecné odvozovani
nezvladaji.



Vsechny nésledujici piiklady fe§ s pomoci tabulek. Pokud se setkds s novym (nezndmym)
vzorcem, zapis si jej a nakresli si obrazek daného té¢lesa.

Pi. 2:  Urdi objem krychle, kterd ma povrch 15cm?’.

- Objem krychle: V =a’, délku hrany @ musim uréit z povrchu.

Povrch krychle: S = 6a’
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' Dosadime: V =4’ =( —J =( Z] cm® =3,95¢cm’.

Krychle s povrchem 15¢cm” md objem 3,95c¢cm’.

Pr.3: Kvadr ma rozméry v poméru 1:1,5:2. Ur¢i jeho strany, pokud se jeho objem rovna
3000cm’.

- Viechny strany vyjadiime pomoci velikosti té nejkratsi:

ra X
b 1,5x
ic 2x

- Objem V =abc =x0,5x2x = 3x°

LV v _ [3000
X =E— = x=3—=3 cm =10cm
| 3 3 3

- Dopoc¢itdme délky stran:

a X 10 cm
' b 1,5x 15 cm
c 2x 20 cm

+ Kvadr ma strany 10, 15 a 20 cm.

Pedagogicka poznamka: Pokud studenti neznaji trik s vyjadfovanim stran pomoci x (nebo
v tomto piipad¢ klidn€ i a) a nemohou na n¢j pfijit, je lepsi jim poradit, nez je
dlouho napinat.

Pf.4: Hrana krychle se zvétsi dvakrat. Kolikrat se zvetsi jeji objem? Kolikrat se zvetsi jeji

povrch?
V,=d’
V, =(2a P =84°
Vv a’ ) s
L= — =8 = objem se zvétsi 8x
, a
P = 6a’

P =6[2a)’ =6[3a* = 24d’



=4 = povrch se zvetsi 4x

Pedagogicka poznamka: Vétsina studentl dojde k vysledkim pifmocateji. Myslim, Ze to je
v potadku.

Pi. 5: Na zdkladé piedchoziho piikladu zkus vysvétlit nékteré z néasledujicich jevi:
a) Vitr zveda pisek (malé kaminky), ale nezveda v¢Etsi balvany ze stejného materidlu.
b) Mravenec se nezabije ani pii pddu ze ctvrtého patra (¢lovek vétSinou ano).
¢) Velikost teplokrevnych Zivocichli vétSinou vzristd se zemépisnou Sitkou jejich
vyskytu.

1 a) Vitr zveda pisek (malé kaminky), ale nezvedd v¢Etsi balvany ze stejného materidlu.

- Vitr zvedd kaminky odporem vzduchu, ktery je zavisly na ploSe kaminku. Zvednuti kaminku
. brani gravitacnf sila, kterd odpovidd hmotnosti a tim i objemu kaminku.

' Pokud se kdmen zmensi 100 x, jeho plocha se zmensi 10 000 x, ale hmotnost 1000 000 x =
- s rozméry klesd hmotnost rychleji neZ plocha a tak u dostate¢né malych kament pfevazi

. odpor vzduchu nad gravitaci a vitr kaminek zvedne.

b) Mravenec se nezabije ani pifi pddu ze ctvrtého patra (¢lovek vétSinou ano).

' Podobné jako v piedchozim bodu. P4d zrychluje gravitace (zdvisl na objemu), brzdi ho

- odpor vzduchu (zdvisly na plose). Cim je predmét lehéf, tim je pomér plocha/objem v&tsi a
' pad pomalejsi.

' ¢) Velikost teplokrevnych Zivocichl vétSinou vzristd se zemépisnou Sitkou jejich vyskytu.

' Teplokrevni Zivogichové se ve studené&jsich oblastech museji vyrovnavat se ztritou tepla,

- kterd zdvisi na jejich povrchu — tedy druhé mocniné rozméru. Velikost vnitfniho prostredi, ve
' kterém musi Zivocich teplotu udrZovat, je vSak rovnd objemu téla, tedy tfeti mocnin¢ rozméru

. = pro zivogichy je vyhodn&jsi v&tsi rozmér, protoze vE t€lo mé vzhledem k objemu mens{
. povrch a tedy i tepelné ztraty.

Kvadr (i krychle) jsou specidlnim piikladem hranoll. Jak uréime objem jinych hranola?

’ C’ Hranol ABCDA'B'C'D' muzZeme rozloZit na
! dva shodné kolmé pravotihlé hranoly
I ABCA'B'C' (prihledny) a ACDA'C'D'
(zeleny) = objem kazdého z nich se musi

rovnatV=a—bc=a—bEIr=S =S v
2 2 P P

Al

kde S, je obsah podstavy a v je vyska
hranolu.




Podobné miZeme kazdy kolmy trojboky hranol rozloZit na dva pravouihlé a zjistit jeho objem
jako soucet objemt dvou pravouhlych hranolia: V =§ v+S§ v = (Sp1 +S, ) v=_S v -stejny
vzorec pro kolmy hranol, jehoZ podstavou je obecny trojihelnik, jako pro kolmy hranol

s podstavou pravothlou.

Kazdy dalsi libovolny kolmy hranol mizeme rozdé¢lit na hranoly s trojihelnikovymi
podstavami = vzorec V =S v plati pro libovolny kolmy hranol.

Cavalieriho princip: vzorec V =S v plati i pro nekolmé hranoly.

Pi. 6:  Urci objem a povrch kolmého pravidelného Sestibokého hranolu
ABCDEFA'B'C'D'E'F' se stranou a = |AB| =4cm a télesovou thloptickou

u :|AD'| =10cm.

Obsah podstavy: sklad4 se z Sesti shodnych rovnostrannych

trojuhelnikli = obsah kazdého z nich: § = a ?a .

2 2
Pro v, plati (z Pythagorovy véty): a’ =v* +(%j =y’ +%

vz=§a2 = v=—3a (v, =3,46cm)

4 2

. ., o « aly aEl?a \/§ 2
' Obsah jednoho z trojihelnik v podstave: S = 5 4= 5 Ta .

. Obsah podstavy: S, =6S =6§a2 =¥a2.

- Ur&eni vy3ky hranolu z pravothlého trojihelniku AD'D :
U’ = (261)2 +1°

Vi=u'—4a’ = v=+u’—-4a’ (v=6cm)

 Objem hranolu: V = § v =¥a2\/u2 -4d® =¥42 10° —4[3* cm® =249 cm’

(S =41,6cm?)

' Povrch hranolu: P =28 , TS,
| Obsah plaste: S, =605, =60a &/u” —4a” (S, =144cm?)



3 a> +6 R/’ —4a® = a*3\3 +6aNu® - 4a’
 P=d’ B3 +6avu’ —4a” =4 B3 +6 310’ -4@° cm® =227 e’

P=25,+S,=2

g
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Pi. 7:  Ur¢i objem rovnobéZznosténu ABCDA'B'C'D', je-li dano: a =6cm, b =4cm,
¢ =5cm, thel a =45°, thel € =75° (dhel, ktery svira strana AA" s rovinou

podstavy.
V=Sy
D C
y Va
AWa
A a B

Obsah podstavy: S, =al¥, =abina

Y s ey . v .
Urceni vySky: sine=— = v=cldin¢
c

V=S v=abBinadGine =abcBinaBine
|V =abc[Eina Bin & = 6[3 3 Gin 45° Bin 75°cm® =82,0cm’

Pr.8: Petakova:
strana 96, cviceni 48
strana 96, cviceni 51
strana 96, cviceni 52

Shrnuti:



